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Lineer operatörler matematiksel problemlerin ifade edilmesinde kullanılır ve genellikle çözülecek

denklemlere veya optimize edilecek fonksiyonlara yol açar. Bir matematik probleminin teorik olarak

çözülebilirliğini incelemek ve çözümü için sayısal yöntemler geliştirmek adına problemimize dahil

olan operatörler hakkında ek özellikler bilmemiz gerekir.

Bu çalışmada Normlu Uzaylarda Lineer Operatörlere ait teoremlere, tanımlara ve örneklere yer

verilmiştir.

Özet Tanım ve Teoremler

Tanım ve Teoremler

Tanım 3.1 (Lineer Operatör)

𝐸 ve 𝐹 vektör uzayları, T: E → 𝐹 dönüşümü aşağıdaki şartları sağlasın.

1. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 𝑇(𝑥 + 𝑦) = 𝑇(𝑥) + 𝑇(𝑦),

2. Her 𝑥 ∈ 𝐸 ve 𝑎 ∈ K için 𝑇(𝑎𝑥) = 𝑎𝑇(𝑥).

Bu durumda T dönüşümüne bir lineer operatör denir.

Önerme 3.7

E,F,G normlu uzaylar ve T ∈ ℒ 𝐸, 𝐹 ve S∈ ℒ 𝐹, 𝐺 olsun. ST ∈ ℒ 𝐸, 𝐺 ve

∥ 𝑆𝑇 ∥ ≤ ∥ 𝑆 ∥∥ 𝑇 ∥

Tanım 3.8

𝐸 ve F normlu uzaylar olsun. 𝑇:𝐸 ⟶ 𝐹 dönüşümü lineer sürekli, birebir, örten ve her x ∈ E için

∥ 𝑇𝑥 ∥=∥ 𝑥 ∥

Oluyorsa T dönüşümüne bir örten izometri ve E  ile F   uzaylarına  da izomorfik olarak izometrik
uzaylar adı verilir.

Teorem 3.12

E,F normlu uzaylar ve 𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 örten doğrusal bir operatör olsun. 𝑇!" ‘in mevcut ve sınırlı
olması ancak her 𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑚 ∥ 𝑥 ∥ ≤ ∥ 𝑇𝑥 ∥ olacak şekilde bir 𝑚 > 0 değerinin mevcut
olmasıyla mümkündür.

Teorem 3.13

𝐸 sonlu boyutlu bir normlu uzay ve 𝐹 ⊂ 𝐸 olsun. 𝐹’nin kompakt olması ancak ve ancak 𝐹 kapalı ve
sınırlı ise mümkündür.

Teorem 3.13

𝐸, 𝐹 normlu uzaylar ve 𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 lineer bir operatör olsun.
Aşağıdakiler denktir.

1) T, 𝑥# ∈ 𝐸 ‘de süreklidir.

2) 𝑇 her yerde süreklidir.

3) 𝑇 sınırlıdır.

Teorem 3.15

𝐸 bir normlu uzay; 𝐺, 𝐸’nin bir alt uzayı ve 𝐹 de bir Banach uzayı olsun. 𝑇: 𝐺 ⟶ 𝐹 lineer sınırlı bir
operatör olsun. O halde tek bir biçimde tanımlı 𝑆: �̅� ⟶ 𝐹 sınırlı lineer operatörü vardır ki her 𝑥 ∈ 𝐺 için
𝑆𝑥 = 𝑇𝑥 𝑣𝑒 ∥ 𝑆 ∥ = ∥ 𝑇 ∥ sağlanır.
Yani 𝑆 operatörü, 𝑇 operatörünün genişlemesidir.

Riesz Yardımcı Özelliği 3.15.1

𝐸, normlu bir uzay ve 𝐹, 𝐸 ‘nin kapalı bir öz alt uzayı olsun. O zaman her 0 < 𝜃 < 1 ve her 𝑦 ∈ 𝐹 𝑖çin
∥ 𝑧 − 𝑦 ∥= 1 eşitsizliğini sağlayan bir 𝑧 ∈ 𝐸, ∥ 𝑧 ∥ = 1 vektörü mevcuttur.

Tanım 3.3 (Sınırlı Operatör)

𝐸 , 𝐹 normlu uzaylar ve 𝑇: 𝐸 → 𝐹 bir lineer operatör olsun. Her x ∈ 𝐸 için

∥ 𝑇𝑥 ∥ ≤ M ∥ x ∥

Eşitsizliğini sağlayan bir M > 0 sayısı mevcutsa 𝑇 lineer operatörüne sınırlı adı verilir.

Teorem 3.11

𝐸, 𝐹 normlu uzaylar ve 𝑇: 𝐸 ⟶ 𝐹 lineer bir operatör olsun. 𝐵𝑜𝑦𝐸 < ∞ ise 𝑇 sınırlıdır.

Sonuçlar

Bu çalışmada, normlu uzaylar üzerinde lineer operatörler konusu anlatılmış, ilgili temel kavramların

ardından lineer operatörler başlığı altında teoremler verilmiştir.

Lineer operatörler, uygulamalı matematiğin problemlerinin çözülmesinde rol oynar. Bu gibi

problemleri çözmek amacıyla geliştirilen yöntemlerle probleme dahil olan lineer operatörlerle ilgili

ispatlar, teoremlerin ve tanımların ardından verilmiştir.
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